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 بررسی فضاهای تانژانت کروی با متر ساساکی
 

  1 یموسو یرسول کاف

 نور امیدانشگاه پ یعلم اتیعضو ه 1 

 

  چکیده

 یبعض M یمانیر نهیخم کی یصورت که برا نیتانژانت کره کار خواهد شد، به ا یبر فضاها یاثر متر ساساک یمقاله رو نیدر ا

 یم یشده است بررس زیتجه (Sasaki Metric)یساساک ییرا که با متر القا T_r M یمماس یکلاف کرو یخواص انحنا

صورت خواهد  ،یمماس ی، شعاع کره ها r>0بزرگ  یو به اندازه کاف کوچک یبه اندازه کاف ریمقاد یبازا یبررس نی. امیینما

 گرفت.

و  یافق یبردار دانیم تا،یویچ یالصاق لو ،یمتر ساساک ،یکلاف کرو ،یتانژانت مماس یفضا ،یمانیر نهیخمهای کلیدی: واژه

 .یصفحه مماس-دو ،یو عدد یچیر ،یمقطع یانحنا ،یقائم و مماس ،یافق یقائم، بالابر
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 مقدمه   .1

شامل همه زوج مرتبهای  روی  باشد، آنگاه کلاف مماسی  خمینه هموار و همبند با بعد  فرض کنید 

به  است. تابع تصویری طبیعی از  در نقطه  از  برداری در فضای مماسی  و نقطه ای از  است که  

 تعریف می کنیم. نمایش داده و بصورت  را با  

( آن باشد، آنگاه فضای Civita connection-Leviچیویتای) -الصاق لوی و  متری ریمانی روی خمینه  فرض کنید 

(، Vertical( و قائم)Horizontalبه دو زیرفضای افقی ) با در نظر گرقتن  در  از  مماسی 

 تقسیم می شود و داریم: و  

 
عبارت است از بردار یکتایی مانند  به نقطه ای مانند   (Horizontal lift، بالابری افقی)برای بردار 

 عبارت است از بردار یکه  به   (Vertical lift. بالابری قائم)بطوریکه  

بعنوان تابعی روی  روی را  فرمی  -1. در اینجا داشته باشیم   روی بطوریکه برای همه توابع هموار 

ایزومورفیسمی است  و نگاشت  و  ایزومورفیسمی است بین  در نظر می گیریم. نگاشت  

را تعریف کرد و آنها نیستند  . بطریق ساده می توان  بالابری های افقی و قائم میدانهای برداری روی و  بین 

 که بطور یکتا تعریف می شوند. مگر میدانهای برداری روی 

بطور استاندارد می توان دستگاه مختصاتی موضعی  در  با داشتن دستگاه مختصاتی 

 canonical verticalتعریف کرد. میدان برداری قائم کانونی ) را روی  

vector field تعریف می  موضعاً بصورت مختصاتی با  که عبارت است از میدان برداری  ( روی

تعریف شده است. برای  به انتخاب مختصات موضعی بستگی نداشته و بصورت کلی روی  شود. در اینجا می بینیم که 

 می توان نوشت: بردار 

 و  

با فرمول زیر  Mدر هر نقطه  از یک خمینه ریمانی  ( روی کلاف مماسی iSasakمتر ساساکی)

 محاسبه می شود:

(1-1)  

. هستند. محققاً داریم  بردارهای دلخواهی از   که

باشند، آنگاه در هر نقطه ثابت  میدانهای برداری روی  و  چیویتای  -الصاق لوی فرض کنید 

 داریم: 

                          (1-2) 

تعریف می شود. برای میدان  است و بصورت  تانسور انحنای ریمانی  که 

 داریم: برداری قائم کانونی 
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                              (3-1) 

 .روی  برای هر میدان برداری 

عبارت است از رویه  ینه ریمانی روی خم عددی مثبت باشد، آنگاه کلاف کروی مماسی با شعاع  فرض کنید 

در  میدان برداری قائم کانونی  . در ( hypersufaceفوقانی )

. برای هر میدان برداری داریم  عمود است. همچنین در طول  بر  هر نقطه 

مماس است، در حالی که در حالت کلی   همیشه بر در هر نقطه  ، بالابری افقی مانند  مماس بر 

( عبارت است از میدان Tangential lift) مماس نیست. بالابری مماسی  بر   در نقطه بالابری قائم 

 که بصورت زیر تعریف می شود:  مماس بر  برداری

 
 داریم: بنابراین در هر نقطه 

 
نمایش می دهیم متر ریمانی القایی است که بصورت یکتا با  داده و با  حال متری که به رویه فوقانی 

 فرمولهای زیر محاسبه می شود:

                    (1-4) 

 هستند. برداری دلخواه روی میدانهای  که 

( را می توان در هر نقطه ثابت 1-4استفاده می کنیم، لذا ) روی  برای ضرب اسکالر  در زیر از نماد 

 بصورت زیر بازنویسی نمود: 

                (1-5) 

 هستند. برداری دلخواه ازمیدانهای  که 

را می توان همزمان  و بنابراین فضای مماس  ، ذکر این نکته لازم است که برای 

 بیان کرد. مجموعهبصورت 

تولید می شود.   با پایه متعامدی به شکل  صفحه مماسی -اضح است که هر دوو

. بعلاوه می توانیم فرض  و برای چنین پایه ای داریم: 

. این مطلب را براحتی می توان با جایگزینی مناسب پایه داده شده متوجه شد. طبق   کنیم

[ انجام 18نا بدست آمد )همانطور که در مرجع ]فرض شده اند. از فرمولهایی که برای عملگر انح عمود بر  معمول 

 بدست آورد: صفحه -شده است( می توان فرمولهای زیر را برای انحنای مقطعی دو

        
(6-1) 
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 وجود دارند بطوریکه: و زوایای  حال زوجهای متعامد 

 
 . این نماد متعاقباً استفاده خواهد شد.همچنین قرار می دهیم 

 

 (sectional Curvature)انحنای مقطعی -2

 در این قسمت انحنای مقطعی، علامت آن و کمی تعمیم آن را مورد بررسی و مطالعه قرار می دهیم:

دارای یکی از دو خاصیت متقارن موضعی با انحنای مقطعی مثبت، یا موضعاً تخت باشد  [: فرض کنید 18]2-1قضیه

فضایی با انحنای  ی به اندازه کافی کوچک، کلاف کروی مماس ، آنگاه برای هر و 

 مقطعی نامنفی است.

را در نقطه  اثبات: همانطوری که در فوق بیان شد، ابتدا پایه متعامد 

و  و  انتخاب می کنیم، آنگاه زوجهای متعامد  از  صفحه مماسی  -برای دو 

 ارند بطوریکه:وجود د زوایای 

 
 وجود دارند بطوریکه: و  همچنین اعداد مثبت 

 و  

 ( را بصورت زیر تخمین زد:1-6به اندازه کافی کوچک می توان ) برای 

 
مقدار ثابت مثبت است. طرف راست نامعادله  εو  و   و که 

 مثبت می شود.////  فوق برای همه مقادیر مثبت و به اندازه کافی کوچک 

 -[29[و]28[،]12[،]11مراجع]-( A.L. Yampolski( و یامپولسکی)A.A. Borisenkoاین نتیجه با نتایجی که باریسنکو)

معیار [ رابطه هم ارزی آن با استفاده از 13بدست آورده اند بسیار نزدیک است. ادعا شده بود که برای اولین بار در مرجع ]

در حالی که این اثبات بطور کامل هنوز صورت نگرفته  -[3.6،قضیه13[و]1،قضیه12[،]11مراجع ]-اثبات شده است  خاصی

ما کاملتر و متفاوت با اثباتی است که باریسنکو و یامپولسکی داده اند. همانطور که می دانیم هر فضای موضعاً  است. اثبات

می باشد ایزومتر است. این مطلب  1متقارن با انحنای مقطعی اکیداً مثبت بطور موضعی با فضای فشرده متقارنی که دارای رتبه 

 [ را بیان می کند.79ه،صفح13و نتایج مرجع ] 1-1رابطه بین قضیه 

،  بعدی موضعاً متقارن با انحنای مقطعی نامنفی باشد و  –یک فضای ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-2قضیه

 نیز فضایی با انحنای مقطعی نامنفی است. به اندازه کافی کوچک، کلاف کروی مماسی  آنگاه برای هر 

تقارن ایزومتر است و در فرض قضیه موضعی مطرح شده است می توانیم فرض کنیم با فضای تماماً م اثبات: چون

 را داشته باشیم: تماماً متقارن و همبند ساده است. بنابراین می توانیم تجزیه رام 

 
 یر فشرده هستند.فضاهای متقارن تجزیه ناپذ ، قسمت اقلیدسی و تمامی  که 

و  را در نظر بگیرید و قرار دهید  نقطه 

حذف شده  نشان دهنده این است که مؤلفه  است. دقت کنید که علامت  ورقه ای از است که  
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هستند و اگر حداقل دو تای آنها مماس به ورقه های مختلف  در  بردارهای مماسی بر ورقه های  است و 

باشند  ها ،  مماس بر تعدادی از  . همچنین دقت کنید که اگر باشند آنگاه 

نیز مماس  یا برداری پوچ است یا بر ورقه  ، بردار  در  آنگاه برای هر کدام از بردارهای مماس 

می دهند. حال زوج  دقت کنید که فضاهای مماس بر ورقه ها تشکیل تجزیه ای متعامد از فضای مماسی  است. سرانجام

( نتیجه می گیریم 1-6مماس باشند آنگاه از فرمول ) بر  را در نظر بگیرید. اگر هر دو  در  متعامد 

باشند آنگاه  ، تورهای مماس بر یکی از فاک . اگر صفحه  -، برای هر دو که 

 2-1است. حال مانند اثبات قضیه  کمترین مقدار انحنای مقطعی روی  که  داریم 

که  و برای هر شعاع  در  ، برای هر انتخاب سه تایی متعامد  نشان داده می شود که 

که  و  بر دو ورقه مجزای  ارد. درنهایت فرض کنید د فقط بستگی به هندسه  و  

 و  ، . بعلاوه بازای هر انتخاب  مماس باشند، آنگاه  

سمت راست  در  مماس هستند بنابراین برای هر انتخاب سه تایی متعامد  و  به ترتیب بر ورقه های 

 ( به سه قسمت تقسیم می شود که همگی نامنفی هستند و این اثبات را کامل می کند.////1-6فرمول )

هرگز  )که بعداً بیان می شود( می توان براحتی دید که  2-9و با توجه به فرض قضیه  2-2با داشتن فرض قضیه 

یک کره دو بعدی استاندارد باشد آنگاه با توجه به  گر اگر فضایی با انحنای مقطعی اکیداً مثبت نیست، به عبارت دی

 فضایی با انحنای مقطعی مثبت است. [ بیان شده است 28ملاکی که توسط یامپولسکی در مرجع ]

برای خمینه های ریمانی که موضعاً متقارن  2-2سؤالی که بطور طبیعی به ذهن می رسد این است که آیا استنتاج قضیه 

یستند صادق است؟ راه حل قطعی برای این سؤال یافت نشده است ولی بعضی یافته های جدید بیان می دارند که معکوس ن

 می تواند برقرار باشد. اولین قدم برای رسیدن به این هدف را در قضیه زیر برمی داریم: 2-2قضیه 

کره استاندارد با این خواص وجود دارند که -4[: برآمدگی های کوچک دلخواه بصورت سرپوشهای کروی برای 18] 2-3قضیه 

 انحنای مقطعی منفی بخود می گیرد. ،  چنین برآمدگی هایی باشند آنگاه برای هر  اگر 

عدد مثبت کوچکی است.  باشد که  ع و شعا گوی باز به مرکز مبدا  اثبات: فرض کنید 

 را که با فرمول زیر داده می شود در نظر بگیرید: نگاشت 

 
 به اندازه کافی کوچک باشند آنگاه و  )*(. بوضوح اگر  که 

در نظر گرفته شود می توان به عنوان  را که با متر ریمانی القایی  خوش تعریف است،به علاوه  

به اندازه کافی کوچک انتخاب  و  بعدی در نظر گرفت. واضح است که اگر -4برآمدگی کوچکی از یک سر پوش کروی 

ه انحنای آنگا اگر در همه جا مثبت است در حالی که حتی در مبدا  شوند آنگاه انحنای مقطعی 

 بعداً بررسی می شود.-مقطعی ثابت نیست

باشد. می توان دید که   در مبدا  بر مماس مختصاتی  فرض کنید 

 بدست می آوریم: امد است. برای عملگر شکلی نظیر آن درعپایه ای مت 

    )**( 

 که همه مشتقات اول آن صفر می شوند داریم: به علاوه برای هر تابع برآمدگی 
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بیان  ، همانطور که در  . برای انتخاب خاصی از و  و  که 

 شد بدست می آوریم:

            )***( 

 توجیه می کند. این فرمول ساده انتخاب ما را در مورد 

 و ( و در آن قرار می دهیم1-6حال بر می گردیم به فرمول )

  

 بدست می آوریم: ادهای فوق و فرمول با استفاده از معادله گاوس و قرارد

 
 صفحه مماس نظیر داریم: -و معادله بدست آمده در فوق برای دو حال با استفاده از فرمول 

 
می باشد ثابت فرض کنیم  را که مربوط به کلاف کروی مماسی  خواه و نیز عدد مثبت و دل حال اگر اعداد مثبت

 میل می کند منفی می شود.//// به  وقتی که  در فوق برای  آنگاه مقدار 

 ابتدا لم زیر را اثبات می کنیم: 2-3برای بیان شکل کلی و جبری قضیه 

مانند سه تایی  باشد، آنگاه پایه متعامدی از  نقطه ثابتی از خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-4لم

 .یا  وجود دارد بطوریکه  

نشان می دهیم. برای هر سه تایی  را با  اثبات: ابتدا برای اختصار عبارت 

، آنگاه با بکار بردن اتحاد دوم بیانچی برای سه مؤلفه آخر  فرض می کنیم  متعامد 

 داریم: و برای هر سه تایی متعامد 

         () 

 بدست می آوریم: بعلاوه برای هر چهارتایی متعامد 

       () 

و  . همچنین چون  در حقیقت داریم 

. اگر اتحاد اول  بدست می آوریم  

 داریم: بیانچی را در قسمت دوم معادله اخیر و برای سه مؤلفه اول بکار بریم به لحاظ تقارنهای استاندارد 

() 

 داریم: به لحاظ تقارن  با جابجا کردن

 
 بدست می آوریم: بنابراین از 

 
و سرانجام به لحاظ  بدست می آوریم  هم ارز است. حال از  که با 

. حال پنج  بدست می آوریم  برای هر چهارتایی متعامد  تقارنهای استاندارد 

داریم  را در نظر بگیرید. ابتدا با استفاده از  تایی متعامد 

 و بنابراین: 

 
 که می توان بصورت زیر بازنویسی نمود:
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 با بکار بردن اتحاد دوم بیانچی برای قسمت دوم معادله فوق بدست می آوریم:

 
 به تساوی زیر می رسیم: و  حال با جابجایی 

 
 و از دو معادله اخیر فوق داریم:

 
 بدست می آوریم: و در نهایت برای هر پنج تایی متعامد 

 
 ، ابتدا با استفاده از  دهیم نشان  در اینجا باقی میماند که برای هر زوج متعامد 

 داریم: و برای هر  برای هر سه تایی متعامد 

 
 و معادله قبل از آن بدست می آوریم: که با توجه به معادله 

 
 ه فوق مطلوب ما حاصل است.و از معادل

 تانسور پوچ است.//// یافته های فوق نشان می دهد 

 حال با استفاده از لم فوق می توان قضیه زیر را بیان کرد:

به این  -باشد نقطه ای کروی روی  و  بعدی باشد که  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-5قضیه 

 از تانسور انحنای ریمانی  ثابت باشند. بعلاوه فرض کنید مشتق کوواریان  در معنی که تمامی انحناهای موضعی 

 وجود دارد بطوریکه فضای مماسی  =rکه  برداری مانند  غیر صفر باشد، آنگاه برای هر 

 صفحه با انحنای مقطعی منفی است. -شامل یک دو

وجود  در فضای مماسی  سه تایی متعامد  2-4غیر صفر است آنگاه با توجه به لم  اثبات: چون 

 . قرار دهید:دارد بطوریکه 

 
اسی باشد که صفحه مم -دو . سرانجام فرض کنید  . بعلاوه قرار دهید  و  که 

 یک نقطه کروی است، آنگاه   تولید شده باشد. چون  در  و  بوسیله 

 ( بدست می آوریم:1-6، بنابراین از )و 

 
 منفی می شود.//// میل می کند،  به  وقتی  که برای 

در   از تانسور انحنای ریمانی خمینه ای ریمانی باشد بطوریکه مشتق کوواریان  [: فرض کنید 20] 2-6نتیجه 

دارای انحنای مقطعی نامنفی باشد  ، کلاف کروی مماسی  همه جا غیر صفر باشد. اگر برای بعضی مقادیر مثبت 

 هیچ نقطه کروی ندارد.  آنگاه

ما همچنین اثبات کردیم که کلافهای کروی مماسی هرگز فضاهای با انحنای اکیداً مثبت  به استثنای حالت 

 نیستند. حال بحث را با گزاره زیر ادامه می دهیم:

. آنگاه در هر نقطه  و  بعدی باشد بطوریکه  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید29،21] 2-7گزاره 

 .و =0وجود دارند بطوریکه  در فضای مماسی  ای یکه برداره 
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از   برای هر سه تایی شرط  وجود داشته باشد بطوری که نقطه  اثبات: فرض کنید

پایه ای متعامد از  می باشند برقرار باشد. فرض کنید  بردارهای یکه ای که دارای شرط 

بر کره واحد  همیشه در نقطه انتهایی،  باشد، آنگاه بردار  

 یک ایزومورفیسم کانونی است و بصورت زیر مشخص می شود: مماس است، که  

 
توازی پذیر است،   هستند. بنابراینمستقل خطی  روی کره  حال می بینیم که میدانهای برداری 

 .//// ( می بینیم که [2مرجع] -J.F. Adamsلذا با استفاده از قضیه معروف آدامز)

هنوز برقرار  2-7فضایی با انحنای مقطعی مثبت باشد آنگاه استنتاج گزاره  و بعلاوه  [: اگر 21] 2-8گزاره

 است.

. با استفاده  و  را ثابت می کنیم، بطوریکه  ای معادله اثبات: وجود حداقل یک جواب بر

( در فضای مماس، تعداد مؤلفه های انحنا را کاهش می دهیم و نشان می دهیم که Chernاز پایه معروف به پایه چرن)

)که ضرایب آن  خاصیت مطلوب از این حقیقت تبعیت می کند که یک چندجمله ای درجه دوم همگن خاص با سه متغیر

توابعی از مؤلفه های انحنا هستند( مثبت معین یا منفی معین نیست.در اینجا بحث دقیقی در مورد چند حالت باید انجام شده 

 و نیز پیوستگی بحث باید به کار رود.//// و مثبت بودن انحنای مقطعی 

[ 15( در مرجع ]I. Petrova( و پترووا)S. Ivanovنو)نمی توان حذف کرد. ایوا 2-8شرط انحنای مقطعی مثبت را در گزاره 

جواب  در بین فضاهایی که انحنای آن با تغییر علامت تغییر می کند مثالی یافتند که در آن برای معادله 

 غیربدیهی وجود ندارد.

 ، آنگاه  و  بعدی باشد که  –کلاف کروی مماسی  [: فرض کنید 21] 2-9قضیه 

 هرگز فضایی با انحنای مقطعی مثبت نیست.

باشد. با قرار دادن  دارای انحنای مقطعی مثبت  با مقدار دلخواه اما ثابت  اثبات: فرض کنید 

فضایی با انحنای مقطعی مثبت می باشد، لذا با توجه به دو گزاره  ( می بینیم که 1-6در فرمول ) 

( که در 1-6. از فرمول کلی ) و  وجود دارند بطوریکه  ی یکه فوق بردارها

 که یک تناقض است.//// بدست می آوریم  آن فرض می کنیم 

یر برقرار هستند یا خیر. نتیجه ز در حالت  2-7و گزاره  2-9در اینجا یک مسئله باز باقی می ماند و آن اینکه آیا قضیه 

 است: بهترین امکان برای  2-2نشان می دهد که استنتاج قضیه 

باشد  بعدی  –کلاف کروی مماسی روی خمینه ریمانی موضعاً متقارن   [: فرض کنید21] 2-10قضیه 

 فضای با انحنای مقطعی مثبت نیست.، آنگاه  مثبت و دلخواه و  که 

نتیجه حاصل است)یا با اثباتی ساده و سرراست به نتیجه خواهیم رسید(.  2-9استفاده از قضیه  آنگاه با اثبات: اگر 

[ بیان شده است می بینیم 1،قضیه27( در مرجع ]J.A. Wolf، ضمن یادآوری قضیه ای که توسط والف)فرض کنید 

 2-8می باشد. حال گزاره  4زیک با بعد و فشرده وجود دارد که یک زیرخمینه کلاً ژئود 1با رتبه  که فضای متقارن 

 است.//// 2-9نیز برقرار است. بقیه اثبات مانند اثبات قضیه  برقرار است و بنابراین برای  برای 

 ابتدا گزاره زیر را بیان می کنیم: 2-2حال برای نگاهی به معکوس قضیه 

، همچنین فرض بعدی با انحنای مقطعی نامنفی بوده و  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-11گزاره

غیر صفر باشد، آنگاه برای هر عدد به اندازه  از تانسور انحنای ریمانی  نقطه ای باشد که مشتق کوواریان  کنید 

با صفحه  -شامل یک دو وجود دارد بطوریکه فضای مماسی  =rکه  ، بردار  کافی بزرگ 

 انحنای مقطعی منفی است.
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 عمود است، لذا با فرض  بر  که  ),(اثبات: می نویسیم 

مانند اثبات  صفحه  -( برای دو1-6. با استفاده از ) . حال قرار دهید داریم 

 بدست می آوریم: 2-5قضیه 

 

نامثبت  برای هر  برابر صفر است و اگر  قسمت دوم عبارت فوق بازای هر  وقتی 

را طوری انتخاب می کنیم که قسمت دوم عبارت فوق نامثبت شود، آنگاه قسمت اول برای هر  است. حال عدد 

با انحنای مقطعی منفی وجود  صفحه در -منفی است، لذا یک دو که  

 دارد.////

 است: 1-2حال می توان گفت قضیه زیر تا حدی معکوس قضیه 

به اندازه کافی  باشد بطوریکه برای هر شعاع  بعدی،  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-12قضیه 

 فضاهایی با انحنای مقطعی نامنفی باشند، آنگاه فضای  روی  بزرگ، کلافهای کروی مماسی 

 موضعاً متقارن است.

 . 5[ قضیه 20اثبات: ]

( صفر می شود. این فرض ایجاب Conformal Weyl Tensorدر باقیمانده این بخش فرض می کنیم که تانسور ویل نظیر )

 متناظراً تخت باشد. و  یا  می کند که 

یک خمینه ریمانی باشد بطوریکه تانسور ویل نظیر آن صفر شود.  که  [: فرض کنید 20] 2-13لم

را قطری کند، آنگاه برای  باشد بطوریکه تانسور ریچی  پایه ای برای  همچنین فرض کنید 

 .، هر سه تایی از اندیسهای مجزای 

، تانسور ویل نظیر آن باشد بطوریکه   ،یک نقطه ثابت خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-14لم

 یک سه تایی متعامد در  وقتی برقرار باشد که  صفر شود و نیز معادله 

 . ، آنگاه باشد بطوریکه 

 [ .20مرجع ] 10اثبات: لم 

، تانسور ویل نظیر صفر شود)در حالت خاص فرض خمینه ریمانی باشد بطوریکه  [: فرض کنید 20] 2-15قضیه

فضایی با انحنای مقطعی نامنفی  ، کلاف کروی مماسی (. اگر برای بعضی از مقادیر کنید 

 موضعاً متقارن است. باشد آنگاه 

سه  2-14. با توجه به لم داریم  ن نباشد، آنگاه در بعضی نقاط موضعاً متقار اثبات: فرض کنید 

و همزمان داریم  وجود دارد بطوریکه  در  تایی متعامد

با انحنای  صفحه مماس از  -یک دو ، برای هر  1-5، آنگاه با طی روند اثبات قضیه 

 ی شود که تناقض است.////مقطعی منفی یافت م

 از این قضیه استنتاج زیر را داریم:

بعدی باشد بطوریکه تانسور ویل نظیر صفر شود)بخصوص فرض  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید 20] 2-16نتیجه

فضایی با انحنای  ، کلاف کروی مماسی (، آنگاه برای هر شعاع به اندازه کافی کوچک کنید 

 نسبت به یکی از فضاهای زیر موضعاً متقارن باشد: مقطعی نامنفی است اگر و فقط اگر 

  

 است. کره به شعاع  – بعدی است و  –فضای اقلیدسی   که
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مقطعی نامنفی باشد آنگاه با توجه به ، فضایی با انحنای ، برای هر شعاع به اندازه کافی کوچک اثبات: اگر 

موضعاً متقارن است و بنابراین موضعاً ایزومتر با فضایی متقارن که کلًا همگن است می باشد. بنابراین  ، 2-15قضیه 

 ،  تنها فضاهای متقارن همبند ساده با انحنای مقطعی نامنفی  [. برای 26نتیجه حاصل است] برای 

 برقرار است.//// 2-2هستند. طرف دیگر قضیه نیز با توجه به قضیه  و 

 

 انحنای ریچی-3

یک کلاف کروی مماسی مجهز به متر ساساکی به سختی می تواند دارای انحنای مقطعی مثبت باشد. در  2-9با توجه به قضیه 

 این بخش می بینیم که وضعیت برای انحنای ریچی متفاوت است.

 به صورت زیر به دست می آید: در هر نقطه ثابت  تانسو ریچی  [: 18] 3-17گزاره 

 

(3-1                                         ) 

 تانسور ریچی  و  بطوریکه عمود بر  و هر  بازای هر 

 .است و 

باشد، آنگاه برای  بعدی فشرده با انحنای ریچی مثبت و  -خمینه ریمانی  [: فرض کنید 18] 3-18قضیه 

 فضایی باانحنای ریچی مثبت است. ، کلاف کروی مماسی عدد به اندازه کافی کوچک و مثبت 

( کراندار هستند، سپس بررسی کنید که برای عدد به اندازه کافی 3-1در فرمول) و اثبات: ابتدا دقت کنید که ضرایب 

 مثبت است.////   ،کوچک و مثبت

[ 25[ و مقاله مرجع ]23تذکر این نکته ارزشمند است که نتیجه دقیق و خاصی که به دست آورده ایم بسیار با مقاله  مرجع ]

اثبات  (Riemannian Submersions)مرتبط است که در آن مقالات چند نتیجه وجودی کلی برای نشاندن های ریمانی 

 شده است.

 

 انحنای عددی -4

از ظرافت و جالبی خاصی برخوردار است. به این  با شعاع ثابت ولی دلخواه  ی مماسی انحنای عددی کلاف کرو

مقدار آن مثبت و برای مقادیر  [ دیده ایم که، تحت بعضی شرایط اضافه تر برای مقادیر کوچک شعاع 18معنی که در مرجع]

برای شعاع دلخواه فرمول داده شده توسط وانهک مقدار آن منفی می شود. ابتدا گزاره زیررا که تعمیمی  بزرگ شعاع 

(L.Vanhecke)  و بواکس(E.Boeckx) [ می باشد بیان می کنیم:10در مرجع ] 

 به صورت زیر محاسبه می شود: در هر نقطه ثابت  از  [: انحنای عددی 18] 4-19گزاره 

                      (4-1) 

 است که به صورت زیر داده می شود: میدان تانسوری روی  است و  انحنای عددی  و  که 

 
 .روی و هر چندوجهی )موضعاً( متعامد  روی  برای همه بردارهای 

( را می توان به نشاندن ریمانی با تارهای کلاً ژئودزیک تعمیم دادکه متر فضای 4-1رمول )این نکته را باید متذکر شویم که ف

[ را ببینید(. 9-70و گزاره 3است می باشد)مرجع ] (canonical variation)کلی مطابق آنچه که معروف به تغییرات کانونی 

 شروع می شود. که از مقدار اولیه  است در حالت مورد نظر ما تغییرات کانونی مطابق تغییر شعاع ثابت 
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بعدی با انحنای مقطعی کراندار)یا در حالت خاص فرض کنید  –خمینه ریمانی  [: فرض کنید 18] 4-20قضیه 

فضایی با  ،کلاف کروی مماسی ، آنگاه برای هر عدد به اندازه کافی کوچک فشرده باشد( و  

 انحنای عدی مثبت است.

حاصل می  4-19کراندار هستند. نتیجه از گزاره  روی  و تابع  ثبات: ابتدا برسی کنید که انحنای عددی ا

 شود.////

گوئیم اگر  )pinched(پینچ  –را  در اینجا مفاهیمی را که در زیر نیاز داریم یادآوری می کنیم. خمینه ریمانی 

، انحنای مقطعی آن برقرار باشد.اندیس برای  موجود باشند به طوریکه نامساوی  و  اعداد مثبت 

 [ را ببینید(.16)برای مثال مرجع ] عبارتست از بعد زیرفضای پوچی در نقطه 

فرض کنید  بعدی باشد )یا به صورت دیگر، –پینچ  –δیک خمینه ریمانی  [: فرض کنید 18] 4-21قضیه 

، آنگاه برای هر عدد به اندازه کافی بزرگ و فشرده بوده طوری که اندیس پوچی آن در هر نقطه صفر باشد( و  

 فضایی با انحنای عددی منفی است. کلاف کروی مماسی  مثبت 

برای  روی  است و  کراندار روی  پینچ باشد، لذا انحنای عددی  – اثبات: ابتدا فرض کنید 

که از  و برای بعضی مقادیر  . کافیست ثابت کنیم برای هر نامنفی است که  هر 

 انتخاب کنیم داریم:  را که . اما اگر پایه متعامد مستقلند داریم  

 
فشرده بوده به طوریکه اندیس پوچی آن در هر نقطه  ( نتیجه حاصل می شود. حال به صورت دیگر، اگر 4-1و لذا از )

غیر صفر است و بنابراین برای هر  کراندار بوده و  روی  صفر باشد آنگاه ابتدا می بینیم که 

است دوباره داریم  که مستقل از  فشرده است برای بعضی مقادیر مثبت  است. چون  مثبت 

 ////. 
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